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 В данной работе рассматривается задача оптимального управления для линей-
ной системы с обобщёнными управлениями и интегральными квадратичными крите-
риями качества. Сначала при каждом допустимом управлении доказано существование 
и единственность слабого решения задачи Коши. Кроме того, для задачи минимизации 
доказана теорема о существовании и единственности оптимального управления. Полу-
чено необходимое и достаточное условие оптимальности управления. 
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 При решении прикладных задач оптимального управления пос-
троенная минимизирующая последовательность управления иногда не 
сходится в рассматриваемом классе, сходится к некоторой обобщённой 
функции. Поэтому требуется расширить класс управлений, для которых в 
этом классе существовало бы оптимальное управление. Кроме того, часто 
в самой постановке задачи оптимального управления естественно ис-
пользовать обобщённые функции [2-11]. 
 1. Постановка задачи. Пусть управляемый процесс описывается n -
мерной вектор-функцией )(tx , которая на интервале ),( 10 tt  удовлетворяет 
импульсной системе  

)()()()()( tDutCtutBxtADx ++=                                     (1) 
и начальному условию 

0
0 )( xtx =− ,                                                                      (2) 

где )()( nntA ×−  - матрица, )(tB  и )()( rntC ×−  - матрицы, rtu −)(  - мер-
ная функция ограниченной вариации на ],[ 10 tt  и )(tDu  - распределение ну-
левого порядка, т.е. является обобщённой производной от функции )(tu . 
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 Обозначим через ),( 10 ttVBm  - пространство m -мерной функции 
)(ty , ограниченной вариации на отрезке ],[ 10 tt  и непрерывных справа на 

полуинтервале ),[ 10 tt . 
 Вектор-функция ),()( 10 ttVBtx n∈ , удовлетворяющая при ],[ 10 ttt∈  
интегральной системе 

∫∫ +++=
t

t

t

t

DuCduBxAxtx
00

)()()]()()()([)( 0 τττττττ                     (3) 

называется слабым решением задачи (1), (2), отвечающая функции 
),()( 10 ttVBtu r∈ , где интеграл понимается в смысле Римана-Стилтьеса. 

 На множестве слабых решений задачи (1),(2) рассматриваем 
минимизацию функционала 













′+′+′= ∫
1

0

)]()()()()()([)()(
2
1)( 11

t

t
uuuu dttutUtutxtWtxtFxtxuJ ,      (4) 

где штрих )(′ означает транспонированную матрицу (вектор), )(txu  - 
слабое решение задачи (1), (2), отвечающая функции ),()( 10 ttVBtu r∈ ; F , 

)()( nntW ×−  - матрицы, )()( rrtU ×−  - матрица. 
 Предположим, что выполняются следующие условия: 
 1) Все элементы матрицы )(),( tBtA  суммируемы на ],[ 10 tt  в смысле 
Лебега. Все элементы )(tC  абсолютно непрерывны на ],[ 10 tt . 
 2) F  симметричная, неотрицательная, постоянная матрица, )(tW  
симметричная, неотрицательная и непрерывная на ],[ 10 tt  матрица, )(tU  
симметричная, положительно определённая и непрерывная на ],[ 10 tt  
матрица. 
 3) ∂U  является множеством допустимых управлений: 
                  })(,)(,),()({ 1

010 KtuVarCtuttVBtuU t
tr ≤≤∈=∂ , 

где 0,0 >=>= constKconstC . 
 Норма Du  на отрезке ],[ 10 tt  определяется формулой  

                  )()()0( 1

0

1

0

00 tuVartutuDuDu t
t

t

t

+−−== ∫ . 

 2. Существование слабого решения.  
 Теорема 1. Для произвольной функции ∂∈Utu )(  существует един-
ственное слабое решение )(tx  задачи (1),(2). 
 Доказательство. Перейдём от задачи (1),(2) к интегральному 
уравнению (3) и построим последовательные приближения: 
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       0
0 )( xtx = , 

,...2,1,0,)()()]()()()([)(
00

0
1 =+++= ∫∫+ kDuCduBxAxtx

t

t
k

t

t
k τττττττ  .    (*) 

 По предположениям 1) и 3) существуют все приближения ∈)(txk   
,...3,2,1,),( 10 =∈ kttVBn  . 

 Из равенства (*), имеем 

ττττ dxxAtxtx kk

t

t
kk )()()()()( 11

0

−+ −≤− ∫ .                           (5) 

 Положим 
                         )()(sup 01

10

txtxM
ttt

−=
≤≤

, 

тогда из (5) по математической индукции, получим 

,...2,1,0,
!
))(()()(1 =≤−+ k

k
tMtxtx

k

kk
γ  ,                              (6) 

где ττγ dAt
t

t
∫=
0

)()( . 

 Правая часть неравенства (6) есть k -й член ряда, равномерно 
сходящегося на отрезке ],[ 10 tt . Следовательно, существует предел 
                            ),()(,)()(lim 10 ttVBtxtxtx nkk

∈=
∞→

. 

В (*)  возможен предельный переход под знаком интеграла. Переходя к 
пределу в (*) получаем, что )(tx  является решением интегрального 
уравнения (3). Значит, )(tx  является слабым решением задачи (1),(2) при 
управлении )(tu .  
 Докажем единственность слабого решения. Пусть )(tx  и )(ty  
слабые решения задачи (1),(2), отвечающие управлению ),()( 10 ttVBtu r∈ . 
Положим )()()( tytxtz −= . Тогда )(tz  является абсолютным непрерыв-
ным решением задачи 
                              0)(,)( 0 == tzztAz . 
Отсюда, умножая обе стороны на )(tz′ , имеем 
                              )()()()()( tztAtztztz ′=′  . 
Так как 

                22 )()()()()(,)()(2)( tztAtztAtztztztz
dt
d

≤′′=  , 

то для почти всюду ],[ 10 ttt∈ : 
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                              22 )()(2)( tztAtz
dt
d

≤ . 

Отсюда, для почти всюду ],[ 10 ttt∈ : 

                                ( ) 0)( )(22 ≤− tetz
dt
d γ . 

 Таким образом, абсолютно непрерывная функция 
                                 )(22)()( tetzth γ−=  
не возрастает на ],[ 10 ttt∈  и из 0)( 0 =tz  следует, что 0)( =tz  при ],[ 10 ttt∈ . 
Следовательно, ),()( tytx =  ],[ 10 ttt∈ , т.е. единственность слабого 
решения доказана. 
 3. Существование оптимального управления. 
 Теорема 2. Существует единственное оптимальное управление 

∂∈Utu )(*  в задаче (1),(2),(4). 
 Доказательство. Пусть последовательность )}({ tum  допустимых 
управлений минимизирует функционал (4) при условиях (1),(2), где 

∂∈Utum )( : 

     =












′+′+′= ∫∞→∞→

1

0

)]()()()()()([)()(lim
2
1)(lim 11

t

t
mmmmmmmmm

dttutUtutxtWtxtFxtxuJ  

∂∈∀= UvvJ ),(inf ,                                                                 (7) 
где ∂∈Utum )( , )(txm  - слабое решение задачи (1),(2) при управлении 

∂∈Utum )( , т.е. удовлетворяет интегральному тождеству 

∫∫ +++=
t

t
mmm

t

t
m DuCduBxAxtx

00

)()()]()()()([)( 0 τττττττ , ,...2,1=m  .    (8) 

 По второй теореме Хелли из последовательности )}({ tum  выбираем 
подпоследовательность (снова обозначим её через )(tum ), которая *-слабо 
сходится к некоторой функции ∂∈Utu )(* . Обозначим через )(* tx  слабое 
решение задачи (1),(2) при управлении )(* tu . Покажем, что последова-
тельность решений )}({ txm  сходится в ),( 10 ttVBn  к функции )(* tx . 
 Вычитая из (8) интегральное тождество (3), в которых вместо )(tx , 

)(tu  подставлены, соответственно, ),(* tx )(* tu , переходя слева и справа к 
абсолютному значению, имеем 

)()()()()()( **

0

thdxxAtxtx mm

t

t
m +−≤− ∫ ττττ ,                               (9) 

где              
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             ))()(()()]()([)()( **

00

τττττττ uuDCduuBth m

t

t
m

t

t
m −+−= ∫∫ . 

Отсюда, применяя лемму Гронуолла, получим:  
0),()()( * >=≤− constKthKtxtx mm .                                            (10) 

 Из неравенства (10), переходя к пределу при ∞→m , получим, что 
последовательность )}({ txm  сходится к функции )(* tx  на отрезке ],[ 10 tt . 
Так как справедлива оценка  

           
,)()()()(

)()())()((

*

**

0

0

0

thdxxA

DxDxxxVar
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t

t

t

t
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t
t

+−≤
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∫

∫

ττττ

ττττ

 

отсюда следует, что 
                     ))()(lim *

00
ττ xVarxVar t

tm
t

tm
=

→∞
, ],[ 10 ttt∈ . 

Следовательно, предельная функция ),()( 10
* ttVBtx n∈ . Далее из выпук-

лости множества ∂U  в  ),( 10 ttVBr  и из строгой выпуклости функционала 
на ∂U   )(uJ  следует, что она полунепрерывна снизу на ∂U . Тогда 
функционал )(uJ  слабо полунепрерывен снизу на ∂U  ([1], стр.52). 
 Поэтому 

               

.),(inf)]()()(

)()()([)()(
2
1)(lim)(

**

**
1

*
1

**
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∂
′

′
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 Следовательно, ),()( 10
* ttVBtu r∈  является оптимальным управлением.  

 Единственность оптимального управления следует из строгой 
выпуклости функционала )(uJ . Теорема доказана. 
 4. Необходимое и достаточное условия оптимальности управ-
ления. 
 В дальнейшем в качестве допустимых управлений )(tu  будем 
считать функции пространства ),( 10 ttVBr . 
 Теорема 3. Пусть )(* tu  допустимое управление, а )(* tx  - слабое 
решение задачи (1)-(2) при управлении )(* tu . Тогда соотношения 

   
,)])(()()[()(

,)0(,)()()()()(
1

0
0

ztCDztBtUtp
xtxtDptCtptBxtADx

+′=

=−++=
−

                             (11) 
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0)()(,)()( 11 =+=′+ tFxtzxtWztADz                                                   (12) 
являются необходимым и достаточным условием оптимальности управ-
ления )(* tu . А оптимальное управление )(* tu  определяется равенством 

))]()(()()()[()( 1* tztCDtztBtUtu +′= − ,                                                 (13) 
где предполагается, что ),()( 10 ttVBtp r∈ . 
 Доказательство. Необходимость. Пусть )(* tu  оптимальное управ-
ление и )(* tx  соответствующее ему слабое решение задачи (1),(2). 
 Положим 

)()()( * thtutu εε += ,                                                   (14) 
где ),()( 10 ttVBth r∈ . 
 Если )(txε  - слабое решение задачи (1),(2) при управлении )(tuε , то 
можно написать 

)()()( * tytxtx εε += ,                                                  (15) 
где )(ty  является слабым решением задачи 

0)(,)()()()()( 0 =++= tytDhtCthtBytADy .                                (16) 
 Вычислим приращение функционала (4). 
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где 
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 Отсюда потребуем, чтобы )(tz  удовлетворяла задаче (12). Тогда 
приращение функционала имеет вид 







+′−=∆ ∫
1

0
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 В силу определения слабого решения задачи (16), имеем  

            ∫∫ ++=
t

t

t

t

DhCdhByAty
00

)()()]()()()([)( τττττττ . 

Отсюда имеем 

)()()()(
0

trdyAty
t

t

+≤ ∫ τττ ,                                                    (20) 

где 

                   ∫∫ +=
t

t

t

t

DhCdhBtr
00

)()()()()( τττττ . 

 Используя лемму Гронуолла, из (20) получим оценку  

∫=≤≤≤
1

0

)(exp,,)()( 101

t

t

dttAKttttKrty .                            (21) 

Учитывая полученную оценку в выражении (18), получим что 
)()( εεη o= . 

 Поскольку )(* tu  оптимальное управление, в силу равенства (19), 
при всех достаточно малых 0>ε , имеем 

                 



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

+′−=∆ ∫ ′
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dtthtBtztUtuuJ ε  
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 Отсюда следует, что 

                 ∫ +′−′
1

0

)()]()()()([ *
t

t

dtthtBtztUtu 0)()()(
1

0

≥′∫
t

t

tDhtCtz .              (23) 

 Используя то, что это неравенство верно для любого 
),()( 10 ttVBth r∈ , то из (23) получаем, что 

))()(()()()()( tCtzDtBtztUtu ′=′−′ ,                                       (24) 
почти всюду на ],[ 10 tt . 
 Отсюда, почти всюду на ],[ 10 tt , имеем 

)())]()(()()()[()( 1* tptztCDtztBtUtu ≡′+′= − .                        (25) 
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Подставляя соотношение (25) в уравнение (1), получим уравнение (11).  
 Достаточность. При выполнении соотношения (11),(12) покажем, 
что функция )()(* tptu =  является оптимальным управлением. 
 Пусть )(tu  любое управление, а )(tx  - слабое решение задачи (1),(2) 
при управлении )(tu . Положим 
                          )()()(),()()( ** tytxtxthtutu εε +=+= , 
где )(ty  - слабое решение задачи (16) при управлении ),()( 10 ttVBth r∈ . 
 Аналогично тому, как получена формула (19), для приращения 
функционала (4) имеем 
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где 
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dtthtUthtytWtytFytyεεη .               (27) 

 Учитывая равенство (25) в (26), получим 
                                      0)()( ≥=∆ εηuJ . 
 Следовательно, управление )(* tu , определённое равенством (25), 
является оптимальным. Теорема доказана. 
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ÜMUMİLƏŞMİŞ İDARƏLİ XƏTTİ SİSTEMLƏRİN OPTİMAL İDARƏ OLUNMASI 
 

K.Q.HƏSƏNOV, X.T.HÜSEYNOVA  
 

XÜLASƏ 
 

 İşdə ümumiləşmiş idarəli xətti sistemlərin optimal idarə olunması öyrənilir. Funksional 
olaraq kvadratik inteqral götürülür. Əvvəlcə qeyd olunmuş ümumiləşmiş idarə üçün Koşi 
məsələsinin zəif həllinin varlığı və yeganəliyi isbat olunur. Sonra optimal idarənin varlığı və 
yeganəliyi haqqında teoremin isbatı verilir. Daha sonra idarənin optimallığı üçün zəruri və kafi 
şərt alınır. 
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SUMMARY 

  
In this work the optimal control of linear systems with generalized control is studied. As 

a functional, quadratic integral is taken. Firstly, the existence and uniqueness of the weak 
solution of Cauchy’s problem for the considered generalized control are proved. Then the proof 
of the theorem on the existence and uniqueness of the optimal control is given. Later the 
necessary and sufficient condition for optimality of the control is obtained. 
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